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Capitulo 2

Eletrostatica no vacuo

2.1 Equacoes de Maxwell e Eletrostatica

Os fendmenos eletromagnéticos sao descritos supondo-se que em cada ponto do espaco haja um
vetor E e um vetor B, formando assim os campos elétrico e magnético. A dinamica destes campos
é descrita pelas equacgoes de Maxwell no vacuo, a partir das fontes: densidades escalar de cargas

—

p(7) e vetorial de corrente J(7). Temos assim

V.E = gp Lei de Gauss
.
VxE= —aa—f Lei de Faraday
V xB= ,uof+ uoeoaa—f Lei de Ampére modificada

Estudaremos inicialmente situagoes ( eletrostatica) em que estaremos interessados no campo
elétrico na auséncia de campos magnéticos variaveis, 0,8 = 0, o que pressupoe densidades de
cargas nao variaveis, d;p = 0. Ficamos entao com as equagoes basicas:

— = 1
V.E=—p (1.1)

€0

V x E=0. (1.2)

A questao que nos colocamos entao é: Dada uma distribuicao de cargas, descrita por uma densidade
volumétrica de cargas p(r), qual é o campo elétrico obtido? A resposta a esta pergunta é fornecida,
desde que sob condi¢oes adequadas, pelo teorema de Helmholtz. Se conhecemos a densidade de
carga e sabemos que ela decresce mais rapidamente do que 1/r? a grandes distancias e que o campo
elétrico decresce também com a distancia ( isto é fisicamente equivalente a dizer que o campo é
devido somente a distribuicao localizada de cargas) entdo o campo elétrico sera:

E=-V¢, (1.3)
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e onde A7 =7 — 7.

Observe que o campo eletrostéatico (vetorial) é obtido do chamado potencial escalar ou campo
escalar ¢. Este por sua vez é escrito como a superposi¢ao linear das contribuicoes das cargas
em cada ponto do espago - esta ¢ a interpretagao fisica da integral. O fator 1/|A7] é caracte-
ristico da lei de Coulomb, como logo veremos. Aplicando as derivadas, usando que 0;(z;x;)" =
2v(zjx;)"  tagdr = 2v(xjx;)" "y, vemos que o campo elétrico é dado por:

~
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&' p(7 = —/ dr'p(F) ——. 1.5
47rey /v 2 )|Aﬂ3 Amey Jv 2 )\Af]z (1:5)
Novamente o aspecto mais marcante esta em que esta expressao pode ser vista como a superposicao
linear dos vetores E criados por cada carga no espaco. Esta expressao pode ser generalizada para
distribuicoes de carga que nao sejam volumétricas. Uma densidade volumétrica de cargas devida a

uma cole¢ao de cargas pontuais ¢; localizadas nos pontos 7} pode ser descrita por meio de fungoes
delta de Dirac

E =

p() =D qio (7= 7). (1.6)

Neste caso teremos entao uma soma vetorial de contribuicoes de cada carga pontual, a forma mais
usual da lei de Coulomb:
P 5 1 =T
(2
Ezercicio: Obtenha a equagao (1.7) a partir de (1.6) e de (1.5).
No caso de uma distribuicao linear de cargas podemos descrever a densidade de cargas como:

(1.7)

47T60qi\f’— 3

mm:/?www—mmm, (1.8)
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onde 7 () é a representacao paramétrica da curva onde esta presente a densidade linear de cargas
A

Por outro lado uma densidade superficial ¢ numa superficie S pode ser descrita pela densidade
volumétrica

mmzlf@ww—m@m@ (1.9)

onde da representa o elemento de superficie e 7 (a) descreve a superficie.
Exercicio: Obtenha as expressoes a sequir:

L1 7—7()
E___f/M”F_?__M (1.10)



o /a(a)Mda. (1.11)

Poderiamos ter tomado o caminho inverso e partido da expressao do campo elétrico dada pela
lei de Coulomb eq. ( 1.5) e obter a partir dai a expressdao do campo escalar e também a lei de
Gauss. De fato usando que A7/(Ar?) = —VAr~' uma integracao por partes na eq. (1.5) leva a
expressao do campo elétrico em termos do campo escalar. Por outro lado Basta tomar a divergéncia
da mesma equagao para obter a lei de Gauss diferencial. Como ressaltamos no inicio, a aplicagao
do teorema de Helmholtz depende de condigoes técnicas de comportamento assintotico. Isto pode
sugerir alguma restricao a aplicabilidade do método acima e portanto & propria lei de Coulomb.
Este nao é o caso. Nas condigoes em que nao se pode aplicar o Teorema de Helmholtz o campo
elétrico, na eletrostatica, ainda é dado pela lei de Coulomb. Pode acontecer porém de conhecermos
somente parte das cargas e o campo observado depender de distribuicoes de cargas fora da regiao
de observacao do campo ou mesmo no infinito. *

2.1.1 Exemplos

Exemplo 1: Célculo do campo criado por uma distribuigao linear reta de cargas ao longo do eixo
x desde —L' até L. O campo sera calculado em pontos ao longo do eixo z.

Figura 2.1: Distribuicao linear de cargas.

Podemos calcular cada componente separadamente. Primeiro o componente ao longo do eixo z

1 L dx
e Acos—;. 1.13
dmeg J-L Ar? ( )
Podemos utilizar que cost = z/Ar e x/z = tanf para fazer a mudanga de varidvel de integragao
para 0. Com isto a integral fica imediata

6(L) 2
B = 1 / )\COSQCOS 6 zdo

1.14
4meg ( )

0(—L") 22 cos 62

*Estou supondo bem conhecido, e portanto nao estou discutindo, que a forca a que uma particula de carga ¢
esta sujeita em um ponto do espago co onde haja campo elétrico e magnético presentes é dada pela lei de Lorentz:

F =qE +qV x B, (1.12)

que em nosso caso se reduz a forcga elétrica dada pelo primeiro termo.



= 47202 (sinf (L) — sind (L)) (1.15)

o Mo (L.16)
T dmeg \ 222 + L2 /22 4 L2 . '

O componente na direcao x fica

1 o) cos 6% zdf
B, = — / Asin g 1.1
dmeg Jo(-1) T e Cos 62 (1.17)
A /
= T hres (cosO(L) — cos(—L")) (1.18)

1 A A
= — — . 1.19
4me (\/z2+L2 1/224_[//2) ( )

O componente na direcao y € identicamente nulo. No caso de o eixo z ser a mediatriz do
segmento, L = L', o componente x também é nulo. Pode-se generalizar entao o resultado para a
componente radial cilindrica do campo elétrico em pontos nao restritos ao plano zz.

Exemplo 2: Campo de uma distribuicao superficial com simetria esférica com raio R. Vamos
centrar a esfera na origem e calcular o campo no eixo z. O campo em um ponto qualquer sera
obtido usando a simetria esférica, simplesmente rodando este campo para qualquer ponto.

Figura 2.2: Distribuicao esférica de cargas.

Note que Ar? = 22 + R — 2zRcosf. Caso 1) z > R. Vamos considerar a contribuicao de um
anel de angulo entre 8 e 8 +df. Como a distincia € a mesma, todos os pontos do anel contribuem
tgualmente na direcao z. Devemos levar em consideracao o fator de projecao dado pelo cosseno
do dngulo «. FEsse € o dngulo entre o eizo z e qualquer segmento de reta que ligue o ponto de
observagao (x,y,z) = (0,0, 2) a um ponto do anel. Ao variar o dngulo 0 a carga total do anel serd

dq = o2 Rsin O Rd0. (1.20)

Assim )
1 sin 6 cos adf

dE. = cosa2roR? '
cos a2mo Ameg 22 + R2 — 22Rcosf

(1.21)
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Usando que

z— Rcost
= " 1.22
oS (v Ay (1.22)

podemos calcular a integral definindo como varidvel de integra¢ao z' = cosf. De fato, resulta

oR* 1 z— R
.= 72 iz
2¢ Jo1 (22 + R? —2z2Rz2')3/? ©
2 _ ! 1 2 _ 1 !
_ oR z— Rz _oR R/ z 2 (1.23)
2¢ |2R(22 + R?2 — 22R2")V?| 2¢ zR J-1 (224 R? — 2zRz")1/?
B 1

€z Amey 22

Caso z < R: O cdlculo é exatamente o mesmo até a equagao (1.23). A partir dai é preciso
levar em consideracao que as raizes do denominador sao agora R — z e R+ z resultando em

E=0. (1.24)

O resultado do tdltimo exercicio é particularmente importante. Ele mostra que fora da casca
esférica o campo é o mesmo que seria se a carga estivesse no centro e dentro da casca esférica é
nulo.

Ezxercicio: Encontre o campo vetorial elétrico de um anel na forma de triangulo equildtero
uniformemente carregado a uma distancia z acima do centro.

Ezxercicio: Encontre o campo elétrico de uma distribuicao esférica qualquer. Isto € suponha
que p(7) = p(r). Vocé pode utilizar o resultado da casca esférica para simplificar sobremaneira o
cilculo. Mostre que o campo tem a forma

= Fq(r)
B(f) =
() 4egr?

(1.25)

2.2 Potencial eletrostatico

J& vimos que o teorema de Helmholtz permite expressar o campo elétrico como o gradiente de
um campo escalar. Isto decorre particularmente da anulagao do rotacional do campo elétrico nas
situacoes de eletrostatica. De fato o teorema de Stokes leva a que a integral de linha de E seja nula
num percurso fechado e portanto a que a integral entre pontos extremos fixos seja independente
do caminho:

/T Y Bdl= —g(7) + (7). (2.26)



A formulacao do da eletrostatica em termos do campo escalar apresenta grandes vantagens. De
fato a expressao do campo escalar em termos das fontes

1 p(,,—:/) 3,./
) = d>r 2.27
0= e ] A (2.27)
em geral é de mais facil integracao do que a expressao do campo elétrico em termos da densidade
de cargas. O campo F apresenta trés componentes e portanto trés sao as integrais a serem feitas.
O campo escalar somente tem uma componente. Tendo obtido o campo escalar o campo elétrico
serd obtido por uma simples derivagao :

E=-V¢. (2.28)

A unidade de medida do campo ¢ no sistema SI é o Volt, ou Newton X Metro /Coulomb, ja
que a unidade do campo elétrico é dada por Newton / Coulomb.

O campo escalar pode ser obtido do elétrico por integracao de linha direta, nos casos em
que se conheca este tltimo. Embora nao seja este o caminho mais pratico para obter o campo
escalar vamos por razoes didaticas discutir este processo. Por exemplo o campo elétrico de uma
distribuicao esférica é dado por

ﬂm:%?;, (2.29)

com ¢(r) o total de cargas interno ao raio r, no sistema de referéncia com origem no centro de
simetria da distribuicao de cargas. Para este caso teremos:

€

- ifEmw. (2.31)

7%.(7“ 00 + r sin Odpp + drr) (2.30)

A escolha de ry dita o(s) ponto(s) do espago em que ¢(7) serd nulo. Em particular se fazemos
rog = 00 0 campo escalar serd nulo no infinito. Esta é a escolha mais frequente e que permite a
interpretacao em termos de energia mais direta. Particularizando, vamos discutir o caso de uma
casca esférica de raio R. Neste caso ¢(r) = @ parar > R e q(r) = 0 para r < R. O potencial sera
dado por

R (2.32)

para r > R e, para r < R, por
(= —=). (2.33)

Observe que sobre toda a regiao r < R o potencial é constante ja que o campo é nulo.

Ezxercicio: Encontre os potenciais elétricos produzidos por uma esfera homogénea de cargas e
por uma casca esférica homogénea de raio interno ri e externo ro, a partir do campo vetorial
elétrico.

FEzercicio) Calcule o potencial para uma distribui¢ao cilindrica de cargas a partir do resultado:



A(r)

E = P (2.34)

2me,r
com

Ar) =2m /OT 2 p(r')dr. (2.35)

Particularize para o caso de um cilindro homogéneo, casca cilindrica e fio de cargas de dimensao
transversal desprezivel.

Ezxercicio: Mostre que qualquer campo vetorial radial pode ser escrito como o gradiente de um
escalar.

A discussao acima, em que encontramos ¢ a partir de E, nao parece tratar da situacgao mais
importante. Em geral, exceto quando a simetria ¢ muito forte, ¢ mais facil calcular primeiro o
potencial escalar e depois calcular o campo elétrico por deriva¢do (aplicando o gradiente ). A
maneira mais direta de calcular o campo escalar é , como vimos, a partir do teorema de Helmholtz,
através da equagao :

o 1 p(,,—,'/) 3,./
O(F) = e | A (2.36)

Como exemplo, calcularemos o potencial de uma casca esférica de raio R. Calculando campo
em um ponto no eixo z e escolhendo a origem no centro da esfera (figura 2.2) teremos:

P(z) = 47;[60 &da (2.37)
- 47(:620 /R2 VR? :29—66;;2 cos 0 (2.38)
N OQZ /OF VR? + zlzn—echz cos (2.39)
2 1
- 0215 [, VRET jj— Rz (2.40)

Obtemos assim que fora da esfera ¢(r) = R%0/e,r enquanto no seu interior ¢(r) = R?c /¢, R.

Ezxercicio: Encontre o potencial para cada uma as sequintes situagoes:

a) Duas cargas iguais e o campo calculado na mediatriz do segmento que as une.

b) Duas cargas opostas e o campo calculado na mediatriz do segmento que as une.

c) Segmento de reta uniformemente carregado ao longo de uma reta ortogonal a ele passando
pela sua extremidade.

d) Disco uniforme de cargas ao longo do eizo de simetria.

Para cada caso explique que informagoes vocé dispoe sobre o campo elétrico a partir do conhe-
cimento especificado do potencial elétrico.

2.3 Lei de Gauss

Nos partimos da Lei de Gauss e da condicao de campo irrotacional para determinar o campo
elétrico como dado pela lei de Coulomb 1.5. O argumento pode ser invertido. A partir da lei
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de Coulomb podemos obter a lei de Gauss. De fato ja indicamos como fazé-lo na secao anterior.
Vamos esbogar outro caminho para obter a lei de Gauss diferencial a partir da lei de Coulomb
para cargas pontuais (1.7).

1)Para uma carga pontual colocada na origem o campo ¢é radial e decai com 1/r?. Escolhendo
uma superficie esférica com centro na origem e raio R para calcular a integral de superficie do
campo elétrico obtemos imediatamente que

- 1
%E.dd’ = 47“0%7”20@ = % (3.41)
2) Mudando a superficie original para uma superficie arbitraria realizamos a integral tomando
areas infinitesimais subentendidas pelo cone com centro na origem com angulo s6lido infinitesimal
d€). Sendo o campo radial e caindo com 1/72, 0 mesmo fator de crescimento da area, a contribuigao
pode ser substituida por aquela que haveria na superficie de uma esfera de raio r subentendida
pelo mesmo angulo solido infinitesimal:

4 1
E.dd = Edd.i = — Li2dw. (3.42)

Integrando sobre toda a superficie, desde que a origem seja interior a esta, obtemos o mesmo
resultado para a integral de linha que no caso anterior. Se a origem for exterior, a integral de
superficie se divide em duas: uma em que a superficie esta orientada para o centro, que da uma
contribui¢ao negativa, e outra em que a superficie estd orientada para fora, resultando o mesmo
valor em modulo, mas positivo. A integral é nula.

Figura 2.3: Carga interna e externa.

3)Considerando agora uma configuragao de varias cargas pontuais, a integral de superficie sera
coincidente com a contribui¢ao de todas as cargas internas a superficie:

f.di - Q)
2% €0

, (3.43)

onde Q(V) é a carga contida no volume V' cuja borda define a superficie gaussiana. Esta é a lei
de Gauss na forma integral.
4) Aplicando agora o teorema da divergéncia no lado esquerdo obtemos

- 1
V.Ed’r =~ d*r. 3.44
| V-Bar == [ pdir (3.44)

€0

Resulta ainda, ja que o volume de integracao é arbitrario, que



V.E(7) = L), (3.45)

€0
que é a lei de Gauss na forma diferencial.
Podemos agora fazer um resumo sobre eletrostatica na forma de um grafico:

¢(7)

A

Figura 2.4: Quadro resumo Eletrostatica.

2.3.1 Aplicacoes da lei de Gauss

Usando a lei de Gauss se pode realizar diretamente o célculo do campo elétrico, de maneira
extremamente simples, em situagoes em que haja suficiente simetria no problema fisico. Veremos
alguns exemplos a seguir.

O campo de uma distribuigao de cargas com simetria esférica, p(r), somente pode depender
da variavel radial ». Também devido & simetria o campo nao deve ter componentes em direcao
outra que nao a radial. Para calcular o valor da componente nao nula E,.(r) devemos calcular a
integral de superficie do campo em uma superficie Gaussiana que explore a simetria do problema,
uma superficie esférica de raio arbitrario, R:

q(R)

fﬁwzﬂmwﬂ%: (3.46)
€
onde g(R) é a carga contida no interior da esfera. O campo elétrico sera assim
=_ L 7aqr)
E = 3.47
dmey 12 ( )

Ezxercicio: Usando uma superficie Gaussiana cilindrica mostre que o campo de wm cilindro
infinito cuja densidade de cargas depende somente da coordenada polar cilindrica r € dado por



7, (3.48)

com

A(r) = 27 /0 " p(ryrdr. (3.49)

Também muito importante é o calculo do campo elétrico de um plano uniforme de cargas, cuja
densidade superficial de cargas é o. Neste caso a superficie Gaussiana adequada é um paralelepi-
pedo com duas faces paralelas ao plano de cargas dispostas a iguais distancias deste.

da

| e

Figura 2.6: Gaussiana em paralelepipedo.

A simetria do problema nos mostra que somente a componente vertical deve ser diferente de
zero. Além disto o campo na face superior deve ser igual em modulo e oposto ao da face inferior.
Assim obtemos pela lei de Gauss que

j{E.da — A(E, — E_) = 2AE, = 240, (3.50)

e portanto
o

E=_—"n, 3.51

2 (3.51)

com 7 o vetor unitario normal ao plano na direcao do ponto de observacao . Preste atencao ao
fato de que o campo de uma carga pontual apresenta uma singularidade do tipo 1/r? em r = 0
enquanto um fio de carga infinito com densidade constante, o andlogo a uma carga pontual num

espaco de duas dimensoes, produz uma singularidade do tipo 1/7. Um plano de cargas infinito é
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o analogo de uma particula pontual em um espaco de uma dimensao . Neste caso a singularidade
se encontra na derivada do campo, e nao no campo em si. O campo sofre uma descontinuidade de
o /€y ao atravessar o plano.

Ezxercicio resolvido: Como uma elaboragao deste problema imagine dois planos paralelos carre-
gados uniformemente com densidades o1 e g9. Chamemos de regiao I aquela acima do primeiro
plano, de regiao Il a intermedidria aos dois planos e de regiao III a inferior ao sequndo plano.
Podemos calcular os campos em cada regiao , pelo principio da superposi¢cao, como contribui¢oes
de cada plano separadamente. Obteremos entao que o campo serd ortogonal aos planos com com-
ponente, no sentido do sequndo para o primeiro plano, dadas por:

o1+ 09
Ey = —— 3.52
T 2 (3.52)
—01 + 09
Eyp = ——= 3.53
w2 (3.53)
—01 — 029
E = —. 3.54
117 260 ( )

Observe que nas regioes I e Il o campo € o mesmo que seria obtido se os planos de carga estivessem
superpostos. Caso o1 = g9 0 campo serd nulo no interior. Caso o1 = —0y 0 campo serd confinado
a regiao entre as cargas e dado por E;p = 03/¢€.

Ezxercicio: Calcule o campo de uma distribuicao de cargas volumétrica que seja func¢ao somente
do mddulo da coordenada cartesiana |z|. Sugestao : imagine esta distribuicao de cargas composta
pela superposicao de infinitos planos de carga dispostos simetricamente em torno de z = 0.

Este fenomeno da descontinuidade do campo elétrico ao atravessar um plano de cargas tem
uma importancia bem maior do que se pode imaginar & primeira vista. Ele é de fundamental
importancia no estabelecimento das condicoes de contorno a que o potencial elétrico esta sujeito
ao atravessar uma camada de cargas. De fato o potencial estd determinado pela lei de gauss na
forma diferencial (1.1). Substituindo o campo elétrico pela sua expressao em termos do potencial
naquela lei obtemos a equacao e Poisson:

vi(r) =~ (3.55)
€0
que no caso de densidade nula se reduz a equacao de Laplace. Como equagoes diferenciais parciais
as equacoes de Poisson ou Laplace devem ser suplementadas com informacoes sobre o campo escalar
para terem uma solucao tnica. Lidaremos seguidamente com condigoes estabelecidas sobre o valor
do campo escalar elétrico em uma superficie ou sobre os de suas derivadas na superficie. Este
ultimo tipo de condicao de contorno pode ser ja compreendida do ponto de vista fisico. Suponha
que ao longo de uma superficie S haja uma densidade de cargas superficial o que pode depender
da posicao . Vamos orientar esta superficie definindo um vetor unitario normal a ela, 7. Queremos
calcular o campo em pontos proximos nos dois lados da superficie. Para um ponto suficientemente
proximo da superficie imagine um segmento de reta que o ligue a um ponto base na superficie de
maneira ortogonal. Considere agora uma porc¢ao da superficie definida por pontos com distancia
menor que o comprimento do segmento multiplicado por uma constante arbitraria muito maior
que o nimero um. A idéia é que se o comprimento do segmento for suficientemente pequeno
esta constante pode ser muito grande a ainda assim a porcao da superficie ser muito pequena,
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podendo ser aproximada com um plano. Entao calculamos o campo elétrico criado pelas carga
nessa porcao do mesmo modo que de um plano infinito aplicando o teorema de Gauss usando
uma caixa retangular centrada na superficie. Resulta que a contribuicao dessa parte proxima da
superficie apresenta uma descontinuidade:
- - o

(ET —E7)ii=—, (3.56)

€0
onde E* esta na regiao para onde o vetor 17 aponta e E_ na regiao oposta. Ao mesmo tempo,
aplicando o teorema de Stokes para o calculo da integral de linha de E em um circuito retangular
comprido paralelo a superficie com uma aresta num lado do plano e o outro do outro lado, obtemos
a condicao de continuidade da componente tangencial do campo elétrico

(E* —E7) xit=0. (3.57)

No que diz respeito ao campo escalar, teremos a descontinuidade da sua derivada normal:

= = o™ —¢7) o
Vot — Vo )iti= ——r—"2 = ——. 3.58
(V6" —Fo7) " . (3.59)
Além disto, o campo escalar deve ser continuo ao atravessar a superficie. Isto se deve fato de
o rotacional do campo elétrico ser nulo em todo espaco inclusive na superficie, como expressa a

equagao (3.57).

2.4 Trabalho e Energia

Jé foi visto no curso de fisica basica que o produto do campo escalar elétrico pela carga se interpreta
como a energia da particula. Vamos aqui esclarecer melhor este conceito. Se transportamos uma
carga () ao longo de um trajeto onde haja um campo elétrico devido a outras cargas que nao
tenham suas posicoes modificadas & medida que realizamos o trajeto, o trabalho realizado contra
a forga elétrica sera

b b,
W=—Q [ Bdl=Q [ Vod= Q) - 6(). (4.59)

Vemos assim que tratamos com um sistema conservativo, ja que o trabalho depende somente dos
pontos extremos, e que a energia potencial- da particula- é dada por

Uparticula = Qo(7).

Uma questao distinta é encontrar a energia empregada para construir a configuracao de cargas-
energia de configuracao. Imagine uma configuracao de particulas de cargas ¢; localizadas nos
pontos ;. Vamos trazer estas particulas de situacoes em que elas estao infinitamente afastadas até
as posicoes finais. O potencial elétrico nesta situacao seré a superposicao dos potenciais elétricos
criados por cada carga g;,

o) = 2 oi(F) = 3 L= |F =7l (4.60)

— 4meg
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Vamos calcular a energia recursivamente. Trazer a primeira particula nao gasta energia, ja que
nao ha outras carga presentes. Trazer a segunda particula requer uma energia

Uparticula 2 = 02¢1(72), (4.61)

j& que esta serd movimentada na presenca do campo da primeira. Trazer a terceira particula
adicionard a energia

Uparticula 3 = q3(01(73) + ¢2(75)). (4.62)

Trazer a i-ésima particula requer uma energia

Uparticula i— 4 Z ¢;(7%) (sem soma em i) (4.63)
=1

Somando a energia total empregada teremos:

N i—1

Uconﬁguragéo - Z Uparticula i~ Z Z 4i%;(77) (4.64)

i=1j=1

Esta expressao pode ser simetrizada. De fato

495 q:q; q;9i
Uconﬁgura(;éo = ZZA’/’; = (ZZ J +ZZ 4% )

47T60 i=1 j<1t 87T€ =1 j<t ZJ j=1 z<]
1 al 4iq;
_ 4.65
8meq Jz;é] Ary; ( )
(4.66)
Facilmente se chega também a expressao
1 N
!/ =

Uconfiguracio = B Z %' (77) (4.67)

onde ¢'(7;) é o campo escalar na posigao da particula i criado pelas demais particulas. Observe
o fator 1/2 quando comparado com a energia de uma particula num campo fixo. A exclusao do
campo criado por uma particula sobre ela mesma é necessaria apenas quando lidamos com cargas
pontuais. Nos casos de configuracao linear, superficial ou volumétrica ficaremos simplesmente com
as expressoes

1
Ueontig-1D = 5 , Ao (DL (169)
1
Uconfig-2D = 2 /5 o(a)¢(a)da, (4.69)
1
Uconfig-3D = B /VP(F)d?’Ta (4.70)

e expressoes andlogas a da equacdo (4.65). Mais importante fisicamente é a expressao da energia de
uma configuragao de cargas diretamente em termos de energia associada aos campos. Acompanhe
a manipulagao a seguir
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Uconﬁguragéo - %/ p(F)o(r)d /VE¢d3
- %0 /V [v.(E¢)—E.V¢] &r
€0

- @ [ /S _ Fodi+ /V (E)Qdi”r] (4.71)

O segundo termo acima é o mais importante. Ele pode ser interpretado como a integral no
volume da densidade de energia u = €|E[?/2. O primeiro termo tem uma interpretacio mais
sutil. Lembrando da descontinuidade do campo elétrico ao atravessar uma densidade superficial
de cargas podemos concluir que uma densidade superficial de cargas dada por

o = e|E|? (4.72)

seria a necessaria para, mantendo o campo dado no interior da regiao V', anula-lo do lado de
fora da superficie. Este termo pode ser entao interpretado como a contribuicao para a energia
desta densidade superficial de cargas. De todo modo, se tomamos o volume com sendo todo o
espaco, este termo serd desprezivel desde que a configuragao de cargas seja localizada o que levaré,
como veremos, a um decaimento suficientemente rapido do campo no infinito para compensar o
crescimento da superficie. Neste caso entao ficamos somente com o termo de volume

(&) —

U (E)dr. (4.73)

configuragao — o /|,

Exemplo Energia de uma casca esférica com raio R e 0 = q/(47TR2). O campo serd dado por

E = =z parar > R e nulo parar < R. O potencial serd ¢ = = i para
7reo T TEQ
r < R. Usando a equagao (4.69) a integragao € imediata levando a
2
q
= . 4.74
87T€0R ( )
Por outro lado podemos realizar a integral da densidade de energia sobre todo o espaco
@
= ————=r°drdf}, 4.75
/>R 327r2e2r2 (4.75)

levando ao mesmo resultado
Ezxercicio: Calcule a energia de uma esfera homogénea de raio r carregada com uma carga total
q. Compare com a energia armazenada numa casca esférica.

2.5 Condutores e capacitancia

Um bom condutor apresenta cargas livres, elétrons ou buracos, que reagem rapidamente a presenca
de um campo elétrico em seu interior. Como resultado, estas cargas tendem a se acumular nos
extremos do condutor, com as cargas positivas ficando nos extremos com baixo potencial e vice-
versa. Este actimulo de cargas cria uma campo elétrico que é oposto ao campo aplicado. Dai
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entao, o campo no interior do condutor se anula e ao mesmo tempo o potencial fica constante ao
longo de todo o condutor. Como nao h& campo no interior do condutor em equilibrio, nao pode
haver cargas livres também. De fato toda a carga livre no condutor corre para a superficie. Na
superficie do condutor o campo é ortogonal & superficie ja que o potencial é constante no interior do
condutor, e assim deve permanecer na sua superficie. Os exemplos seguintes ilustram a capacidade
de blindagem de um condutor.

Exemplo: Qual € o campo em todo o espago devido a uma carga pontual ¢ no centro de uma
camada esférica condutora de raio interno r; e externo r.? Devido & simetria esférica podemos
considerar superficies Gaussianas esféricas com raios 1 < ri, T9 < Te € > 1; €13 > 0. No
primeiro caso concluimos que o campo € 4W‘i’;r2. No sequndo caso sabemos que o campo € nulo
consequentemente pelo teorema de Gauss haverd uma carga total —q distribuida uniformemente na
superficie de raio r;. No terceiro caso usando que a carga distribuida no raio r. € de modulo iqual
e contraria a distribuida em r; obtemos um resultado igual ao do primeiro caso.

Exemplo: Repetimos o anterior com a superficie interna nao mais esférica e a externa, esférica,
mas nao concéntrica com a carga. Neste caso o campo no interior do condutor continua nulo o que
requer uma carga superficial interna total —q e portanto a carga superficial externa serd de q. As
densidades interna e externa tém caracteristicas marcadamente distintas. Devido ao campo nulo
no interior a densidade superficial externa serd uniforme, afinal no caso anterior esta densidade
estava em equilibrio. A densidade superficial interna varia com a posi¢ao.

Ezxercicio: Encontre o campo e as densidades superficiais devido a duas cargas q; e q colocadas
nos centros de dois buracos esféricos feitos em um condutor esférico. Se a superficie externa €
conectada a Terra o que acontece?

Como vimos, uma densidade superficial de cargas apresenta uma descontinuidade na compo-
nente normal do campo elétrico ao atravessa-la. No caso de um condutor, como o campo no interior
é nulo, chamando de n o vetor normal & superficie do condutor apontando do seu interior para fora
ede E o campo elétrico fora e proximo do condutor, resultante de alguma configuracao de cargas
e da propria distribuicao superficial, a densidade superficial do condutor serd dada por

E=24 (5.76)
€o
ou 8¢
g
8_,'7[ — _a. (5-77)

A forga exercida sobre o condutor devido & sua densidade superficial de cargas, dada por aﬁcb,
requer um esclarecimento. Tal qual no caso de planos de cargas infinito é preciso eliminar o campo
criado pela propria superficie, ou melhor o campo criado pela porcao da superficie infinitesimal
onde calculamos a forgca. Como porc¢ao infinitesimal podemos calcular o campo por ela criado
analogamente ao célculo do campo de um plano infinito. Assim o campo criado pela prépria
porcao infinitesimal na sua vizinhanga sera

— g .
E=+—mn, (5.78)
260
com o sinal ajustado para que ele aponte para fora da superficie se sigma for positivo. Ora a
eliminagao desta contribuigao significa que o campo efetivo para célculo da forga serd E/2 tanto
no interior como no exterior, nao apresentando descontinuidade como era de se esperar. Em resumo

15



este campo é a média do campo total dentro (E = 0) e fora (E = Z#) do condutor préximo a
superficie. Dividindo a forca pela area vemos que haverd uma pressao eletrostatica dada por
o2 e(E)?

P=2 = .
> . (5.79)

Qual a forca exercida entre o hemisfério superior e inferior de uma superficie homogénea de
cargas de raio R?

O campo € radial e num ponto externo proximo da superficie € dado por E= ot /€. Dividindo
por dois e integrando sobre hemisfério superior teremos:

2/\ A~
F, = / 72 ta (5.80)
0>% 260
R2 2 us
= or /2 cos 0 sin 6df (5.81)
€0 0
R*c*n
= 5.82
2 (5.82)

2.5.1 Capacitores

Se consideramos dois condutores com cargas () no condutor C; e —@) no condutor C5 estas cargas
se distribuirao nas superficies dos condutores criando um campo elétrico que serd ortogonal as
superficies. Como os condutores tém potencial uniforme faz sentido definir a diferenca de potencial
entre eles, A¢p = ¢(C1) — ¢(Cs). Ora se multiplicamos o campo em todo o espago por um fator
de escala e as cargas nos condutores pelo mesmo fator continuaremos com os campos ortogonais
a superficie dos condutores e satisfazendo a condigao de contorno de descontinuidade do campo
elétrico (este argumento pressupoe que os condutores estejam suficientemente afastados de outras
cargas). A relagao entre carga @ e diferenca de potencial A¢ é uma constante chamada capacitancia
e depende somente da geometria dos condutores, se no vacuo. Esta configuracao de cargas em
condutores se chama de capacitor.
A energia armazenada em um capacitor é obtida diretamente da expressao (4.67):

QAp  CA¢* @
2 2 20
Exemplo: Calcule a capacitincia de duas placas planas paralelas.
O campo entre elas € dado por E = o/eon. A diferenca de potencial serd A¢ = do/ey ou
= dQ/Ae, onde QQ = Ao € a drea total da placa e Q sua carga. Supomos aqui um distribuicao
uniforme nas placas o que somente se justifica se na hipdtese de d << /A permitir desprezar as
deformacoes dos campo e densidade de carga prorimo a bordas. Neste caso a capacitincia serd

o AEO
C== (5.84)

W =

(5.83)

Exemplo: Calcule a capacitincia de duas esferas concéntricas de raios Ry e Rs.
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O campo agora serd radial de mddulo Qr?/Riey. A sua integral entre Ry e Ry leva a
1 1
47'('60 Rl R2

RiRy
Ry — Ry
Observe que nestes exemplos a capacitincia € funcao da geometria somente.
Ezxercicio: Calcule a capacitancia por unidade de comprimento de dois tubo condutores coaxiais
de raios v; e T,.
Exercicio: Uma placa condutora € aproximada e outra paralela de um valor infinitesimal Ax.
Qual € o trabalho realizado? Qual a variacao da energia acumulada no campo elétrico?

e a capacitdncia serd

C = 4me (5.85)

2.6 Propriedades das solucoes da equacao de Laplace

J& vimos que a equagao diferencial de Gauss quando expressa em termos do campo escalar toma
a forma da equacao de Poisson

2 p

A“p = o’ (6.86)

que no caso p = 0 se reduz a a equagao de Laplace.
Podemos inicialmente estudar as solugoes da equagao de Laplace em uma dimensao quando

¢ = ¢(x). A equagdo se torna

d2

729 =0, (6.87)
cuja solugao geral é ¢ = ax +b. Além da condigao inicial quando ¢ e %(ﬁ ¢ conhecido em algum
ponto do espaco a solucao estd a univocamente determinada se forem dados os valores do campo
nos extremos de um intervalo, ¢(x1) e ¢(x2). Além disto o valor do campo em um ponto coincide
com o seu valor em pontos simetricamente colocados, 2¢(x) = ¢(x + z9) + ¢(x — x9). Como
consequéncia vemos (que 0 campo ¢ nao apresenta nem maximos nem minimos no interior de
um segmento de reta. Estas propriedades sao generalizadas para dimensoes maiores. Em duas
dimensoes o campo estard univocamente determinado se forem dados os valores do campo em
uma borda de uma regiao fechada. O valor do campo em um ponto coincide com o seu valor
médio em qualquer circulo concéntrico com este ponto e consequentemente nao havera maximos
nem minimos. Em trés dimensoes também o valor do campo coincide com o seu valor médio
em qualquer superficie esférica concéntrica ao ponto e consequentemente nao havera maximos ou
minimos. A propriedade de nao haver méaximos ou minimos locais decorre de que a existéncia de
extremos requer que as derivadas parciais segundas nas direcoes dos eixos = e y devem ter mesmos
sinais, o que é incompativel com a equacao de Laplace que requer a nulidade das suas somas.

Vamos demonstrar agora que o valor médio do campo numa esfera coincide com o seu valor no

centro. Considere o campo criado por uma carga pontual em 7y = ryZ e a esfera com centro na
origem e raio R < rg. O campo médio na superficie da esfera sera
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_ 1 11 q
— d — __7{ da—21
¢ 41 R? 7{9 ag () dmeg AT R? Js a|F— 02|

1 1 j{ d q
= a
dmegdmR2 Js  (R2 + r¢ — 2Rry cos 0)1/2

1 1 . q

= — R?sin 0d6d

dmeg 4m R? j{z S 7 (R2 + 13 — 2Rrg cos 0)1/2
_ [ dx !
~ 8meg -1 (R2+ 12 — 2Rryz)/?

q

— 9% {(R4r)—(R—

(R o)~ (R =)
_ q
N 477'607”0 ’ (688)

que ¢é o valor do campo criado pela carga na origem, centro da esfera. Se demonstramos para uma
lnica carga para um conjunto de cargas pontuais a generalizacao do resultado é imediata ja que
a média da superposicao dos campo serda o soma dos valores médios dos campos criados por cada
carga.

Ezxercicio: Repita o cdlculo anterior com a carga no interior, R > ro, e mostre que o campo
médio coincide com o campo que seria produzido se a carga estivesse no centro da esfera.

Ezxercicio: Discuta o teorema de Farnshaw que afirma nao existir uma configura¢ao de cargas
fizxas que estejam em equilibrio somente por ac¢ao de forgas eletrostdticas.

A seguir vamos responder & pergunta sobre quais sao as condi¢oes de contorno que devem ser
impostas a uma solugao da equagao de Laplace, ou Poisson, para que a sua solucao seja tnica.

Teorema 1: A solucao da equagdo de Laplace, ¢(7), esta univocamente determinado em uma
regiao V' se soubermos os valores do campo sobre a borda de V', 6V

Demonstracao : Se a condicao de contorno for ¢ = 0 em todos os pontos de 6V o campo sera
necessariamente nulo no interior de V' ja que ele nao pode apresentar maximos ou minimos. Caso
houvesse algum ponto com o campo ¢ positivo, por exemplo, poderiamos perguntar qual o valor
méaximo do campo e ele estaria certamente no interior da regiao o que nao é permitido como vimos
atras. Caso a condicao de contorno seja mais complexa, com valores nao uniformes na superficie,
vamos supor que haja duas solucoes distintas para a mesma condicao de contorno. Tome agora a
diferenca entre estas solugoes. Esta diferenca satisfaz também a equacao de Laplace e a condicao
de contorno nesta solucao é de que ela seja nula na superficie. Ora como vimos acima isto significa
que a diferencga entre os campos fiula. Ou seja a solucao é tnica.

Este resultado pode ser generalizado para solugoes da equacao de Poisson. Suponhamos que
dois campos, ¢ie ¢y satisfacam a equacao de Poisson, V2¢ = p, com a mesma fonte, p, para os
dois campos. a diferenca entre estes campos satisfaz a equacao de Laplace. Se ambos os campos
satisfizerem & mesma condi¢ao de contorno, qual seja, a de terem valores na borda da regiao
conhecidos, entao vale o mesmo argumento acima e a diferenca entre os campo ¢é nula.

Teorema 2: O campo escalar, solugdo da equagao de Poisson para uma fonte conhecida p(7),
estd univocamente determinado, a menos de uma constante global, numa regiao V' cuja borda é
composta por uma coletanea de superficies fechadas ;1 se:

1)O campo escalar for constante em cada superficie, embora nao saibamos os valores de cada
constante, e
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2)A derivada normal g—i tem sua integral de superficie em cada superficie, §;1/, conhecida.

Demonstracao :

O valor da integral de superficie da derivada normal determina a carga total no interior da
superficie 6;V:

7{ 9 4= ¢ Fai= (6.89)
5V On 5V €0

Além disto sabemos que o campo elétrico é ortogonal a superficie, ja que ¢ é constante. Suponha-
mos entao dois campos elétricos, El e Eg, solucoes cujos potenciais, ¢ e ¢o, satisfazem as condi¢oes
prescritas. A diferenca, A¢ = ¢ — ¢, satisfaz a equacgao de Laplace, e a integral de superficie de
sua derivada normal é nula. Vamos calcular entao a integral da divergéncia do produto do campo
escalar pelo elétrico:

/ V.(AGAE).dr — / (VAG) .AE + A¢V.AE] d¥r
1% 1%
- /V (AE2dr, (6.90)

usando que V.AE = 0. O lado esquerdo, calculado pelo teorema da divergéncia leva a
/ V.(AGAE)dr = S 4 A¢AE.dd
1% i 61-\/

— ZA@-%V AE.dd =0, (6.91)

ja que [ AE.da se anula pela condigao de contorno 2 acima. Conclui-se assim novamente que AE
deve ser nulo e portanto o campo elétrico é univoco.

Teorema 3: O campo ¢ estda univocamente determinado em uma regiao, a menos de uma
constante global, se conhecemos ou o valor do campo ou de sua derivada normal na(s) superficie(s)
borda da regiao .

A demonstragao é parecida com a do teorema acima. A equagao (6.90) se repete novamente.
A aplicacgao do teorema da divergéncia leva agora

/ V.(AGAE).dr = j{ AGAE.di = 0, (6.92)
\% 2%

ja que ou A¢ ou AFE se anula pelas condicoes de contorno. Assim novamente a AE deve se anular
implicando na unicidade do campo.

Ezercicio: Considere que o potencial assuma os valores ( constantes) ¢pa e ¢p sobre cascas
esféricas de raios R4 e Rp. Imagine uma configuracao de cargas exteriores a regiao Rqp < r < Rp
que dé origem a um campo escalar na regiao com o0s valores limites dados. Essa configuracao €
univoca?

2.7 Meétodo das imagens

Os teoremas de unicidade descritos acima nos auxiliam a discernir que tipo de problemas fisicos
tém sentido. Uma utilidade deles esta em permitir uma espécie de solugao de um problema fisico
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a partir da observagao da solugcao de outro problema aparentado ao primeiro de tal forma que em
uma regiao limitada do espago as solugoes dos dois problemas sejam idénticas. Este ¢ o principio
do método das imagens. E mais facil descrever com exemplos padroes.

Imagine o problema de encontrar o campo criado por duas cargas opostas colocadas digamos
nos pontos 71 = aZ e 7, = —aZ. Este problema ja foi resolvido, ja que se trata de somar as duas
contribuigoes tipo campo de Coulomb. O potencial sera

q

1 1
QS(F) - 47T€0 (\/f2 n (Z — a)2 - \/f2 i (z —|—a>2) ) (793)

com 7 = \/x2 + y2. Observe as propriedades: Em z = 0 o potencial é constante, ¢ = 0, e portanto
o campo elétrico é ortogonal a esta superficie. No infinito o campo decai a zero.

Agora pense sobre outro problema bem distinto: Uma tnica particula localizada no ponto 7
com a mesma carga ¢, sem a particula localizada em 75, mas além da primeira particula colocamos
um plano condutor localizado no plano xy. Queremos saber qual o campo criado no semiplano
superior, z > 0. Este problema estabelece condicoes de contorno parecidas com as discutidas no
teorema 2 da secao anterior. Haverd cargas superficiais induzidas no plano condutor para que o
campo total seja ortogonal ao plano. Se nos restringimos ao semi-espaco superior, z > 0, 0 campo
obtido no problema anterior com duas cargas satisfaz a mesma equacao diferencial, com uma fonte
em 77, e as condigoes de contorno estabelecidas. Conclusao , ja sabemos qual a solucao deste
problema. O campo elétrico obtido aplicando o gradiente sera

- q Ay Arg
E = — 7.94
47e (Ari” Ar%’) ’ (7.94)
com Ar; =7 —7r;. Em z = 0 somente a componente z sobrevive levando a
_ ga 2 2 2
=g (2 +y* +a°) . (7.95)

O conhecimento do campo por outro lado permite obter qual a densidade de cargas induzidas
na superficie. Observando a variacao da componente normal ao atravessar a superficie condutora,
lembrando que no interior do condutor o campo é nulo obtemos que a densidade superficial induzida
sera

o= .
27 (22 + y? + a?)3/?

(7.96)

Evidentemente a integral de superficie sera igual a —g como deviamos esperar. A forca que a
particula exerce sobre o plano e vice-versa é obtida simplesmente como a forca que a carga real
exerce sobre a virtual e vice-versa.

Ezxercicio: Verifique que a carga total induzida na superficie é —q.

Voltando agora vamos esclarecer o essencial do método das imagens: O campo criado pela
carga ¢ em 7 juntamente com as cargas induzidas na superficie foi obtido, na regiao de interesse
z > 0, acrescentando uma carga —¢q na regiao z < 0, fora da regiao de interesse, chamada carga
imagem. O campo criado pelas duas cargas coincide na regiao de interesse z > 0 com o campo
criado pela carga g mais as cargas induzidas. Depois, de posse da solucao, pudemos obter qual a
carga induzida.
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Uma outra situagao padrao para aplicagao do método das imagens é obtida substituindo o
plano infinito por uma superficie esférica. Suponhamos por exemplo que queiramos saber qual o
campo criado por um carga ¢; colocada no ponto 7, = 712 na presenca de uma esfera metalica
aterrada centrada na origem e de raio R < r;. Novamente nao temos como aplicar a lei de Coulomb
diretamente ja que nao sabemos qual a carga induzida.Vamos tentar obter esta solucao pelo método
das imagens. Como queremos o campo para r > R devemos tentar colocar uma carga imagem
no interior da esfera de modo a que o campo criado pela carga real e pela carga virtual esteja de
acordo com a condicao de contorno, ¢ = 0 na superficie. Por simetria vamos colocar esta carga
sobre o eixo z. Tomemos o seu valor como ¢’ e sua posi¢cao como ¥ = r’2. O campo sera dado por

1 q q
= + 7.97
o) dmeg \ V12 + 112 —2rrycos@ /12 +1r2 —2rr' cosl (7.97)

Um pouco de algebra mostra que se escolhemos ¢’ = —qR/r e 7' = R?*/r; o campo se anularé
sobre todos os pontos com r = R. O método das imagens também funciona neste caso. O
campo elétrico pode ser obtido pelo gradiente da solugdo acima com os valores de ¢’ e 7’ recém
estabelecidos. Na superficie, o campo serd radial com

E.(0) = d (R? 4+ 7r1% — 2Rr; cos0)

4dmeq

-3/2 R2 - T12
R

Obtemos a densidade de carga induzida na superficie como o(6) = €y E,.(0). A forga sobre a esfera
serd obtida pela forca que a carga real exerce sobre a virtual e vice-versa.

Ezercicio: Verifique que a carga total induzida vale —qR/r1e.

Este problema, da carga na presenca de uma esfera aterrada, permite uma generalizagao além
da trivial de utilizar o principio da superposicao para tratar de um conjunto de cargas e nao de
uma unica carga real. Trata-se de relaxar a condi¢ao de campo escalar nulo na superficie esférica
para uma condi¢cao de campo com valor arbitrario. Basta acrescentar uma outra carga no centro
da esfera para perceber que o campo criado pela carga real, pela carga imagem e pela carga na
origem satisfaz a condi¢ao de ser constante na superficie. Ajustando o valor da carga na origem
podemos escolher o potencial da esfera. Isto é equivalente também a ajustar a carga total induzida
na esfera.

Ezxercicio: Encontre a solugao para uma carga na prorimidade de uma esfera com esta tendo
carga arbitraria Q). Qual a for¢ca que a particula exerce sobre a esfera?

Ezxercicio: Uma linha de cargas € disposta paralelamente ao um cilindro aterrado. Suponha
por exemplo densidade linear \ na linha paralela ao eixo z que passa pelo pontoy =0 ex =d e
o cilindro com eixo de simetria no eizo z e rato D < d. Discuta este problema pelo método das
imagens, com base na solucao de problema anterior em que localizamos as equipotenciais de duas
densidades lineares opostas de cargas dispostas paralelamente e na qual vimos que estas equipoten-
ciais sao cilindros. Eventualmente considere também outra densidade linear virtual localizada no
centro do cilindro. Fxplique claramente onde estao as carga imagens, qual a densidade superficial
induzida e qual a forca por unidade de comprimento exercida no cilindro.

(7.98)
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2.8 Separacao de Variaveis em coordenadas cartesianas

Vamos iniciar nossa discussao supondo que o potencial seja fungao apenas de duas variaveis, ¢(x,y).
Queremos encontrar solucoes da equacao de Laplace

P 06

7 T = (8.99)

Um método muito util consiste em tentar obter solucoes na forma de produto de funcoes de
cada varidvel separadamente, ou na forma de soma destes produtos. Tentemos pois solucoes do
tipo

¢ =Y(x)x(y). (8.100)

Substituindo na equacao de Laplace e dividindo a equacao resultante por ¢ teremos

1 d? 1 d?

——Y(x) + ——= = 0. 8.101

GV @)+ =) (5.101)
Para que esta soma seja uma constante, zero, é preciso que cada parcela, que depende de apenas
uma das variaveis também seja constante. Vamos chamar a primeira constante de k2, supondo que
ela seja positiva. Obtemos entao em lugar da equagao diferencial parcial, duas equagoes diferenciais

ordinérias

¢dm2w(x) = k? (8.102)
‘ 1 d? )
N (y) = —k2. (8.103)

A solucao destas equacoes diferenciais é bem conhecida:

Y(x) = Ae® + Be™h® (8.104)

x(y) = Cy sin kx 4+ Cy cos kz, (8.105)

onde A, B, C1 e U5 sao constantes arbitrarias. A solucao da equacgao original, equacao de Laplace
bidimensional, resulta ser

or(z,y) = (Ae" + Be *)(Cy sin kx + O, cos kx) (8.106)

= fllekx sin kx + flge]“ coskxr + f?le_kx sin kx + Bge_'“ cos kx.

Ora, esta é na verdade uma solucao particular da equacao bidimensional. Nao seria muito util
encontrar esta soluc¢ao nao fosse por uma aspecto da equacao de Laplace: seu carater linear. Isto
assegura que se realizamos superposicoes de solugoes deste tipo continuamos lidando com solucoes
da equacao de Laplace. Como a constante k é arbitraria a superposicao de solucoes com distintos
valores de k fornece um método bastante geral para obter solucoes da equacao de Laplace. E comum
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estarmos interessados em encontrar solugoes estabelecidas por condigoes de contorno especificadas
arbitrariamente. Se estas condigoes de contorno forem dadas de acordo com uma geometria que
seja afim as coordenadas cartesianas poderemos com certeza encontrar a solu¢ao procurada na
forma de uma soma de solu¢oes do tipo acima descrito.

E melhor caminhar agora com um exemplo fisico.

Figura 2.7: Calha-Independente de z.

Imagine que tenhamos uma calha na forma de um retangulo de tal forma que os planosy = L e
y = —S estejam aterrados, ¢(x, L, z) = ¢(x, —S, z) = 0. Imagine ainda que de alguma forma fomos
capazes de obter a informagao sobre o valor do campo no plano x = 0 no intervalo —5 < y < L, isto
é, neste intervalo sabemos que ¢(x,y, z) = ¢o(y) para alguma funcdo ¢y dada. Podemos imaginar
a regiao do espaco entre os planos como uma regiao fechada se incluimos que o campo no infinito
se anule. Além disto a simetria do problema sugere tratar o campo como fungao somente de = e y
j& que a coordenada z nao entra na sua formulacao. Se tentamos uma solugao como na equagao
(8.106) dificilmente conseguiremos atender a todos o requisitos do problema. Sendo vejamos. Em
y = —S o campo deve se anular. Isto é conseguido fixando a constante k e a relagao entre C] e
C5. Chamamos C = C'cosa e Uy = C'sina. A condicao de o campo ser finito em x = co requer
que A = 0. O campo toma a forma entio

or(z,y) = Be ™ (Cysinkx 4 Cycos k)
= Be " (C cosasinkz + C'sin a cos k)
Be ™k C'sinkx +

= Ce "sin (kz + ). (8.107)
A condigao de contorno em y = —S sera expressa por
sin (—kS +a) =0, (8.108)
levando a
a— kS =mnm. (8.109)

A condic¢ao de contorno em y = L é imposta de maneira extremamente analoga, basta substituir
—S por L, levando a condigao
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0 =sin (kL + «) (8.110)

e portanto a

a+ kL = nym. (8.111)

A diferenca entre as equagoes (8.109) e (8.111) estabelece, usando o inteiro n = ny — ny, que

nmw
= . 8.112
L+ S ( )
Ao mesmo tempo, usando o inteiro n = nq + nsy, obtemos que
_ (S=L)n
— N\ 8.113
a = i+ L) (8.113)

Esta equacao fixa a relacao entre C7 e Cy. Por exemplo, caso S = 0 teremos que Cy = 0. Por
outro lado para S = L, teremos a = i /2 e

X = C’sin(kx—%ﬁ%)

nww nmw nww nmw
= (C(sin(——)cos — + cos (——) sin —). 8.114
(sin (") cos =+ cos (20 ) sin ) (5.114)
Neste caso, n serve para distinguir entre somente dois casos. Caso n seja par teremos a fungao
seno e caso n seja impar teremos a fungao cosseno.
Falta estabelecer ainda a condicao em x = 0 que requeria que

nry  nm n(S—L)r
+ =t =) 8.115
L+S 2 2(L+9) ) ( )
Ora, isso nao é possivel em geral. A solucao é entao buscar superposicoes de solucoes do tipo
aqui encontrado. Como as demais condicoes de contorno sao homogéneas, a consideracao de
superposicoes de solucoes continua respeitando tais condigoes. Resta assegurar apenas a condigao
em = = 0. Por simplicidade vamos tomar o caso S = 0. O campo serd entao

¢o(y) = Csin (

¢(x,y) =) Bysin %e‘”‘ff’i (8.116)

Somos levados a uma série de Fourier de senos para o potencial em x = 0:

¢o(y) =) Bysin ? (8.117)

Por razoes didaticas vamos fazer um resumo de séries de Fourier, adotando uma notagao simples.
Estamos interessados em uma fun¢ao no intervalo —! < y < {. Definimos as funcoes

- (nmy
Sliy) = W ,n-12,... (8.118)
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cos (*7¢)

C! = — 17 n=12,.. 8.119
n(y) Nii (8.119)
' cos (*7¢) 1
— L. — [—  n= 12
(8.121)
Estas funcoes satisfazem as relacoes de ortonormalidade:
1 1
| 8. @Sy = [ CLy)Cloly)dy = b (8.122)
© !
[ Saw)Cl )y = o. (8.123)

Elas formam um conjunto completo no sentido de que qualquer funcao bem comportada pode
ser representada por uma série do tipo

ﬂwzi%m%@+§%m$@ (8.124)

com os coeficientes determinados por
salfl = [ Sh)f(w)dy (8.125)
alfl= [ CLw) sy (8.126)

A interpretacao geométrica ajuda: a integral

[ 1wty (8.127)

define o produto interno, < f|g >, entre as fungoes f(y) e g(y), vistas como elementos de um
espago linear de fungoes. As fungoes C!(y) e S!(y) podem ser vistas como elementos de uma
base ortonormal B = {C,,, S,,,} neste espaco. Os coeficientes ¢,[f] e s,[f] sdo obtidos projetando
cada fun¢ao f(y) nos elementos respectivos da base, via produto interno da funcao f(y) com os
elementos C' (y) e St (y), < C,|f > e < S,|f >. A analogia com o espago vetorial tridimensional
vale ressaltar. Os vetores R sio expressos em termos da base ortogonal b = {e1, €9, €3} e sujeitos
ao produto interno AB= Sic1 3 AiB;.

Objeto Espaco R3 Espaco Funcional
Vetores R f(y)
Base ieh e, €3} {Cn(y), Suly)}
Expansao . _J:_l) = > Rie; ) = Zn(salf1Su(y) + el f1Cn(y))
Produto interno A.B = |A||B| cos 6 fa9=1[fygly)dy
em componentes =3, AB; = > (el flenlg) + snlflsnlgl)
Ortogonalidade ei.e; = 0;; Cpn.Cp = Sn.Sm = 0 Cn.Sm =0
Componentes R, = R.e enlfl = f.Cn = [ f(y)Chn(y)dy

snlf] = f-Sn = [ f(y)Su(y)dy
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Voltando ao nosso problema com S = 0, vemos que podemos expandir qualquer funcao definida
no intervalo entre -L. e +L em séries de senos e cossenos. Como nossa solugao requer somar somente
sobre senos podemos utilizar o ferramental das série de Fourier recorrendo ao procedimento de
realizar a extensdo impar da fungdo ¢¢(y) para o intervalo —L < y < L . Isto é, partindo de
uma fungao definida inicialmente para y > 0, adotamos ¢o(—y) = —¢o(y). Esta nova fungao, com
dominio em —L < y < L, poder ser expressa pela série de Fourier para esse dominio. Como ela é
impar e os cossenos pares, os coeficientes ¢,[¢g] sdo nulos. Como resultado o potencial em = = 0
pode ser expresso em série de Fourier de senos levando a identificacao dos coeficientes como

B, = /_I; wgbo(y)dy =2 /OL w%(y)dy (8.128)

2.8.1 Coordenadas Cartesianas - Tridimensional

Considere o seguinte problema: um tubo infinito condutor é definido pela intersec¢ao dos planos
2=0,y=0,z=aey=0>. O potencial em x = 0 é controlado e mantido como ¢¢(y, z). Queremos
encontrar o campo no interior do tubo para x > 0. As condi¢oes de contorno serao :

1) p=0paray=0ey=>0.

2)p =0paraz=0e z=a.

3)¢ = 0 para x — 0.

1)6 = 60(y, =) para @ = 0.

Tentando uma solu¢ao do tipo ¢ = a(x)B(y)y(2) a equagao de Laplace no interior do tubo nos
garante entao que

1 d? 1 d? 1 d?
E@O&(l’) + Bd—y? (y) + ;@’}/(2) =0. (8.129)

Novamente cada parcela deve ser uma constante e a soma das constantes nula. A periodicidade
em y e z sugere tomar constantes negativas para os termos correspondentes. Resulta

d2
T20W) =~ B(), (8.130)
d? l
—51(2) = ~(=)(2) (8.131)
e
2
%a(@ _ (("{)2 + %)2> a(z). (8.132)
As solugoes serao
(1) = ApieBmi® + B, e Kt (8.133)
Bn(y) = Cysin(nmy/b) + D,, cos(nmwy/b), (8.134)
v(z) = Eysin(lnz/a) + Fjcos(lrz/a), (8.135)
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com K7, = (nm/b)* + (Ir/a)’.

As condigoes de contorno homogéneas nos dao: 1) n deve ser inteiro e D—0. 2) 1 deve ser inteiro
e F=0. 3) B=0.

A solucgao geral satisfazendo as condi¢oes homogéneas sera

o(z,y, 2 Z Cyy e 5 sin(ny /b) sin(lrz/a). (8.136)
Resta somente verificar a condi¢ao de contorno nao homogénea em x = 0
Po(y,z) = Cpysin(nmy/b) sin(lrz/a). (8.137)
n,l

Vemos que caimos novamente no problema de expressar uma funcao em termos de sua série de
Fourier, neste caso bidimensional. O produto de funcoes seno e cosseno dependentes em variaveis
distintas, sin(nmy/b)sin(I{rz/a) forma uma base para fungoes de duas variaveis, satisfazendo a
relacoes de completeza e ortogonalidade para funcoes de duas varidveis no intervalo 0 < y < b e
0 < z < a. Qualquer funcao ¢y pode ser escrita da forma acima com os coeficientes dados por

Chy = (%) /Ob dy /Oa dzpo(y, z) sin(nwy /b) sin(lrz/a). (8.138)

Ezxercicio: Verifique as condigcoes de ortogonalidade para as fungoes

SSnm = \/% sin(nmy/b) sin(lrz/a) ; SCpm = \/% sin(nmy/b) cos(Irz/a);  (8.139)
CSym= \/% cos(nmy/b) sin(lrz/a) ; CC,,, = \/% cos(nmy/b) cos(lmz/a).

2.9 Separacao de variaveis: Coordenadas esféricas

A equacao de Laplace pode também ser separada um coordenadas esféricas. A equacao apresenta
a forma:

1 9? 1 0 0P 1 0%
2p = ——(rd 0— - = 9.140
v r Or? (r®) + r2sin 6 00 g0 00 )+ r2sin® 6 Op? ( )
Adotando a forma particular, ® = «a(r)5(0)y(¢) e multiplicando a equagao resultante por
r? sin? 6 resulta em
0= sin?0 d2( 0)+ —— L eing | 4 Ldy (9.141)
N adr? [sin 6 d de v dp? '

A dependéncia no angulo ¢ é separada introduzindo a constante de separacao de variaveis, m?,
de maneira que

2

S
-2

1

o ds 5 = —m* () (9.142)

Q“\

levando a solucao
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Ym(p) = Esinme + F cosm. (9.143)

A equacao de Laplace fica reescrita, dividindo por sin?#, como

r d? 1 d,. dB m?
0__—(Ta)+ﬁsin9@(8m9@)_sinzﬁ'

Agora a dependéncia em r se separa da em 6 introduzindo a constante de separacao de variaveis
positivo definida como [(I + 1), por comodidade posterior, resultando em

(9.144)

2

roa(ra) =i+ 1)a (9.145)
e
1 d . dB m?
sin@@(smeﬁ) = [m — I+ 1)] B. (9.146)

As solucoes da parte radial sao facilmente obtidas como poténcias simples

afr) = Art + Br= (1), (9.147)
A equacao em 6 toma a forma, com x = cos#,
d d m?
— (1 — 2?)— (l+1) - ——| 8= 14
S R (et PR (9.118)

que ¢é a equacao associada de Legendre.
Neste curso estaremos interessados principalmente no caso em que nao ha dependéncia azimutal,
m = 0. Ficamos entao com a equagao de Legendre

d 2y 4 _
- [(1 — )%5] +I(1+1)8=0, (9.149)

As solucoes regulares em © = +1 desta equagdao sao os polindmios de Legendre. Usando o
método de Frobenius estas solucoes sao encontradas. De fato escrevendo a solucao como g =
+s 5
p apx(p ), encontramos a equacao

>oay [+ 8)p+s = Da?T D (L4 1) = (p+)(p+s — 1) = 2p + )2 = 0. (9.150)

p=0

Igualando a zero o coeficiente do termo de mais baixa poténcia em x obtemos a equacao indicial:

s(s—1)=1 (9.151)
Tomando inicialmente o caso s = 0 e escolhendo a; = 0 obtemos as relacoes de recorréncia
—((l+1) —p(p+1))

p+2)(p+1)

A andlise da convergéncia desta série quando |z| = +1 mostra que a série diverge a menos que
seja uma série com nimero finito de termos. A finitude é conseguida se o nimero [ for um nimero

(pyo = (9.152)
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natural. Essa foi a razao para escolher a forma (I +1). Neste caso a série resultante, normalizada
para que tenha o valor unitario quando x for igual a um, define os polinomios de Legendre de ordem
par. Raciocinio analogo para os caso s = 1 leva aos polindomios de ordem impar. Os primeiros
polinomios de Legendre sao :

Py(z) =1, Pi(z) == Py(z) = %(39:2 —1) (9.153)

A propriedades basicas dos polindémios de Legendre sao, para nos:

1)P,(z) é um polinoémio de grau /.

2) A paridade é par se [ for par e impar se [ for impar.

3)Os polinoémios de Legendre formam um conjunto infinito de fungoes ortogonais no sentido
que

1 2
P(x)P(x)dxr = O 1 9.154
[ Prl@)Pia)de = 5= b (9-154)
4)A formula geral é
1 . d
P(7) = = (5)"(z* — 1)\. 1
(@) = () (@ = 1) (9.155)
5)Eles formam um conjunto completo de fungoes entre z = —1 e = 1. Isto é, qualquer fungao

neste intervalo pode ser escrita como superposicao linear dos polindmios de Legendre:

@) =Y. AP(a). (9.156)
1=0
Em virtude de 3) os coeficientes sao
2041 1
A= T+ | 1)@ (9.157)
-1

6) Eles podem ser obtidos da expansao de Taylor de uma fun¢ao algébrica simples, chamada
funcao geratriz dos polinomios de Legendre:

[o.¢]
(1—2at+12)72 =3 Pa)t!
1=0
Podemos agora apresentar a solucao geral da equacao de Laplace para problemas com simetria
azimutal. Somando sobre todos os coeficientes .

oo

O(r,0) = (Alrl - Blr_(l+1)> Pi(cos®). (9.158)
1=0
Ezxemplo 1) Considere que o potencial seja conhecido na superficie esférica com r = R como
®(R,0). Queremos obter entao o campo escalar ¢(r,0) para r < R. Utilizando a equagdo (9.158) a
solugao interior requer eliminar os termos singulares em r =0, o que se conseque fazendo B; = 0.
( Caso houvesse uma carga pontual na origem deveriamos manter o termo By jd que este permite
o comportamento com 72 necessdrio para uma carga pontual). Resulta
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®(r,0) =Y Apr'P(cosb). (9.159)
=0

E os coeficientes serao dados, em func¢ao da propriedade 5) por

_20+1

' 2R
Por exemplo, caso ®(R,0) = ksin®6/2 podemos calcular os coeficientes por inspegio sem ne-
cessitar realizar as integrais. Basta usar que sin®0/2 = (1 — cos0)/2 e perceber esta expressio

como uma superposicao dos dois primeiros polinomios de Legendre , Py e Py. Desta maneira se vé
que

/ " ®(R, 0) Py(cos 0) sin 00 (9.160)
0

O(R,0) = g(l — cos’0) = gPO(COSQ) — gpl(COSQ). (9.161)

Comparando com a expressao (9.159 ) vemos entao que somente os coeficientes Ao(= k/2) e
Ay (= k/2R) sao nao nulos. Deste modo

o(r,0) = 5(1 - %cos@) (9.162)

Ezxemplo 2) Vejamos agora um caso em que estamos interessados no campo exterior e ndao
obstante nao iremos anular todos os coeficientes A;, como seria de se esperar. Uma esfera condutora
sem carga € colocada numa regiao onde existe um campo elétrico uniforme aplicado na direcao z
de modulo Ey. Queremos o campo na regiao externa a esfera. O ponto de partida novamente € a
expressao (9.158). Para as condigoes dadas mantemos o termo com Ay # 0:

(Bir~ Y Py(cos §) — EgrPy(cosh). (9.163)

hE

O(r,0) =

Il
=)

O dltimo termo permite reproduzir o comportamento no infinito. A condi¢ao de contorno a ser
imposta agora € ® = 0 sobre a esfera. Esta condi¢ao dd B; = 0 para todos os termos exceto para
[ = 1. Para este valor de | obtemos que B, = EyR? para que o potencial se anule na superficie
esférica. Depois se calcularmos a derivada em relacao a r e relacionarmos a descontinuidade da
componente radial do campo elétrico com a densidade superficial de cargas, eq. (3.58), obtemos

o(0) = eeq By cosb. (9.164)

Ezemplo 8) Uma superficie esférica de raio R carrega uma densidade de cargas conhecida, o(6).
Vamos calcular o campo em todo o espaco. Para r < R teremos

o(r,0) = fj At Py(cos(6)). (9.165)
1=0
Para r > R teremos
o(r,0) = fj By~ P(cos(8)). (9.166)
1=0

As condigoes de contorno serao :
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1)Continuidade do potencial:

(AP, — Byr= ") P(cos(6)) = 0. (9.167)

NE

N
I
o

Dai, teremos By = A;R¥+1.

2) Descontinuidade na componente normal, eq. (3.58).

1

i(% + 1) AR Py(cos(9)) = 6—00(9). (9.168)
Dai ) _
A= 5y /0 70(6) Py (cos()) sin(8)d6. (9.169)

Caso particular importante: Se o = kcos(0) entao o unico coeficiente nao nulo serd Ay = k/3¢.
O campo toma a forma:

k

o= 3—607’ cos(0), (9.170)
parar < R e
3
o= 3—27’_2 cos(0), (9.171)
para r > R.

2.9.1 Coordenadas esféricas - Caso geral

Sem simetria azimutal, com dependéncia em 6 e ¢ as equagoes separadas sao :

1)

o2
8—9027(90) = —m*y(p), (9.172)
cuja solucao geral sera
Y(p) = Esin (my) + Fcos (p) = ETe"™? + B¢, (9.173)
2)
i(7’2£a(r)) =1l + 1)a(r) (9.174)
dr> dr N ’ ’
com a solucao geral
afr) = Art + Br= (1), (9.175)
3)
L sin -2 5(0) = [+ 1)+~ ](0) (9.176)
smodo"dp” T sin2p " '

Esta equacao, chamada equacao associada de Legendre, apresenta as funcoes associadas de Le-
gendre como as solugoes regulares em § = +7. Chamando x = cos(f) as fungoes associadas de
Legendre sao definidas por
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m 1 2 dm+l 2 l
P(e) = (1= a2 T~ 1), (977)

onde =] —1 <m < [+ 1. As fungoes para m negativo sao na verdade proporcionais as com m
positivo, P = cte. P™.

E conveniente agrupar as funcoes de e ¢ em um s6 conjunto de funcdes chamadas de harmo-
nicos esféricos:

2L+ 1)1 -
A (l +m)!

Y0, ¢) = (—1)’”J m). P™(cosf)e"™?. (9.178)

Os harmonicos esféricos formam um conjunto completo de funcoes angulares, funcoes definidas
na superficie esférica. Qualquer funcao de € e ¢ no intervalo 0 < 6 < 7w e 0 < ¢ < 27 pode ser
escrita como superposicao destas funcoes.

= i Zl: CimY]™ (0, ). (9.179)

=0 m=—1

As relacoes de ortonormalidade se escrevem:

[ A0 0,67V (0, 6) = G (9.180)
Das duas ultimas equacoes decorre que
= /dQ(YlM(@, ) f(0,0). (9.181)
A solucao geral usando coordenadas esféricas sera:
[e'e) l
o(r,0,0) = > (Apur’ + B UT)Y™(0, ). (9.182)
=0 m=—1

Os primeiros harmonicos esféricos sao:
0 _
Y 47r )

il = :Fw/ ~ sin Gt
Y}O =/ cosH

+12 15 12
Y5 —1/327rs1n fe ,

V5 = F/L sin 6 cos fe*?,

YY = \/%(3 cos’0 —1).

Exemplo: Qual a solucao interior a esfera de raio R sabendo que na superficie da esfera
d(R,0,¢) = sinf cos f cos .

Solugao : A solucao interior sendo regular na origem requer que as poténcias negativa de r nao

estejam presentes. A solucao geral se reduz a

00 l

O(r,0,0) =3 > ALY, ). (9.183)

=0 m=—1
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Os coeficientes podem ser obtidos da equagao (9.181), ou por inspegao notando que

2
d(R,0,p) =sinfcos b cosp = 1—?(1/21 -Y; Y, (9.184)
e assim se conclui que
o(r,0,¢) = (%)2 sin @ cos 6 cos ¢ (9.185)

é a solucao geral satisfazendo a condig¢ao de contorno na origem e na superficie esférica de raio R.
Nao nos delongaremos neste curso no uso das solugoes sem simetria azimutal.

2.9.2 Separacao de variaveis - Coordenadas cilindricas

O Laplaciano em coordenadas cilindricas se escreve

. N

2P = — — )+ == — . 1
v ror (r or )+ r2 0p? * 0z (9.186)
Novamente tentamos solucoes do tipo produto de funcgoes
o = a(r)B(e)(2). (9.187)
Substituindo na equacao de Laplace e dividindo por & obtemos
1 d, da 1 d? 1 d?
=——0r—)+-—-— ——". 9.188
Oﬂ’alr(ralr)—i_57“2czlg02ﬁ+7al227 ( )

Separamos a dependéncia em z introduzindo a constante de separacao k?, considerada positiva:

A solucao desta equacao se torna
v(z) = Freb* 4 Fre*2. (9.190)

A dependéncia em ¢ também se separa

1 d? 9
2l =M B, (9.191)
com solugao geral
B(p) = ccosmep + dsinmep. (9.192)

A equacao radial se escreve

_1d, do mla

~ra e T e

+ Ka. (9.193)

Vamos tratar primeiro de caso k£ = 0 em que nao ha dependéncia em z.
A solugao geral para m > 0 é
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a(r)=Ar"™+ Br™™. (9.194)

Enquanto que para m = 0 as duas solucoes independentes levam a

a(r)=A+ Blnr. (9.195)

A solucao geral se escreve,

O(r,p)= > [rm(Cm cosmp + Dy, sinmep) +r~"(C), cosmep + D), sin mgo)] + Ay + Bylnr.

m=1
(9.196)
Ezercicio resolvido: A campo na superficie de um cilindro de raior = R é conhecido, (R, z, p) =
¢o(p). Na origem hd uma linha de cargas uniforme ao longo do eizo z com densidade linear \g.
Encontre o campo no interior do cilindro. Supondo que nao haja dependéncia em z, o campo ¢
apesenta a forma geral eq. (9.196). A condi¢ao de contorno na origem, r = 0 nos dd

¢ =Y 1™(Cp cos(mp) + Dy, sin(mep)) + Boln(r) (9.197)
m=1
onde By = —\/2meq. Particularizando para v = R vemos que
1 2m
CnR"™ = —/ ¢o(p) cos(mp)dp (9.198)
m Jo
e
1 2m .
D,, = %/0 oo(p) sin(mep)dy (9.199)
No caso geral, com dependéncia em z a equagao pode ser reescrita como
d d
r%(rd—i) —m?a + (kr)*a = 0. (9.200)

A solugao geral é dada, para k # 0 pelas fungoes de Bessel ou Neumann:

a(r) = Ady(kr) + BNy, (kr) (9.201)
As funcoes de Bessel para m fixo formam um conjunto completo de fungoes, para o caso interior
r < R por exemplo. Para exemplificar o uso das fungoes de Bessel na solucao de problemas
de contorno vamos apresentar a propriedade de completeza das funcoes de Bessel. As raizes da
equagao

Jm(kR) =0, (9.202)

formam um conjunto infinito, k;, 7 = .. Para m fixo as diferentes fungoes J,,(k, ,7) variando
sobre todos os n’s formam fung¢oes ortogonais com a relagao de ortogonalidade escrita

R
/ r- T () Jos (ko)A = Syt B2 s (K R) /2. (9.203)
0
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Qualquer funcao entre 0 e R pode ser escrita na forma da série de Fourier-Bessel

F(r) =" apJm(kmnr), (9.204)
n=1
com os coeficientes dados por
2 9]
= T Jy T b (0:205)

2.10 Visao geral: O problema de Sturm-Liouville

O procedimento de separacao de variaveis nos levou a diferentes equagoes diferenciais ordinarias
conforme o sistema de coordenadas utilizado. Em todos os casos chegamos a uma equacao do tipo
de Sturm-Liouville, que é caracterizada pela forma

d df () _
4 (P(x) i ) ~ S(0)f(x) = AR() F (), (10.206)
ou
LF(x) = AR(z)F(x), (10.207)
onde £ é o operador linear de Sturm-Liouville, - (P(:)s)%) — S(z), R(z) é a fungdo peso, A o

auto-valor e a solugdo f(x) é chamada de auto-fungao do operador L.
O operador apresenta a propriedade de ser auto-adjunto:

/x g(2)Lf(x)de = / f(2)Lg(z)dx, (10.208)

desde que a equacao diferencial seja suplementada com condicoes de contorno adequadas em z = z,
e x = xp. De fato integrando por parte duas vezes a integral do lado direito se obtém a do lado
esquerdo da equagao 10.208 se

f<x>P<x>j—§—g<x>P<x>%] - [f@)P(@j—i—g(x)P(x% | (10.209)

T=xy
As condigoes de contorno devem garantir essa condigao.
Nestas condig¢oes, a andlise do problema de Sturm-Liouville leva as conclusoes
1)H4 um nimero infinito enumeréavel de auto-valores A, e todos sao reais.
2)As auto-fungoes, f,(z) e f,(x), de auto-valores distintos, \,, # A, sdo ortogonais

/x @) fn(2) R(x)dz = 0. (10.210)

De fato, isso decorre imediatamente do carater auto-adjunto do operador. Basta aplicar a equacao
10.208 as duas funcoes f,, e f,, e usar a equagao de Sturm-Liouville original. As auto-funcoes
devem satisfazer as condicoes de contorno adequadas para garantir o carater auto-adjunto.

3) As auto-fungoes formam um conjunto completo. Qualquer fungao no intervalo considerado
pode ser escrita como superposicao delas
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f) = X ful)en (10211

Questao: para cada caso de separacao de variaveis que ja discutimos, identifique quais equacoes
tomaram a forma de Sturm-Liouville e identifique a variavel x, o operador, a funcao peso e o auto-
valor para cada caso.

Analisaremos um pouco mais detidamente o caso da equacao de Laplace em coordenadas car-
tesianas. Vamos nos restringir a uma dimensao. Nesse problema fomos levados a série de Fourier.
Nesse caso P(z) = R(x) =1, S(x) =0 e x, = —z, = L e a equagao diferencial é

d2
da?

O carater auto-adjunto é obtido se a equacao 10.209 for valida:

f=AL (10.212)

-l ~lof-al] (10.213)
x dr| _ . dx dr| _,

Essa condicao se verifica para as fun¢oes sin(nmx/L) e cos(nmz/L), ja que elas sao periodicas. O
conjunto de auto-fungoes f,(x) é identificado como o conjunto dessas fungoes seno e cosseno. Os
auto valores sao identificados como A, = —(nw/L)?. Nesse caso eles sao ditos degenerados, ja que
ha duas solugoes distintas, se A # 0.

Uma questao mais delicada é a da caracterizagao da completude co conjunto das "‘funcoes de
Fourier"’, ou sobre o quao bem uma funcao qualquer pode ser expressa, de maneira biunivoca
preferencialmente, como uma série de Fourier. Em geral os fisicos delegam essa questao para os
matematicos. Se vocé preferir, pode prescindir da discussao a seguir. Mas se vocé tiver pendéncias
por um melhor entendimento da descricao matematica da Fisica, talvez se interesse por ela. Vale
aqui descrever, de maneira extremamente esquematica alguns resultados dessa analise. Para poupar
escrita vou fazer L = m. Primeiro é preciso que os coeficientes da série de Fourier estejam bem
definidos, para uma funcao poder ser expressa como série de Fourier. Assim,

Cp = % /_7; cos(nz) f(x)dx e Sp = % /_7; sin(nx) f(x)dx (10.214)

devem estar bem definidos’. As integrais precisam ser convergentes. Além disso a questdo mais
delicada: é preciso ter claro o que se pretende como "convergéncia'da série de Fourier. Podemos
dividir em duas classes de convergéncia: convergéncia em média ou convergéncia pontual.

Primeiro a convergéncia em média. Imagine que a série de Fourier de uma fungao f(x) seja
truncada, os termos sejam somados somente até uma ordem N ( de n = 0 até n = N) arbitraria-
mente alta, mas finita. Para cada valor de N, teremos uma funcao bem definida, formando uma
sequéncia de funcoes & medida que aumentamos N. Dizemos que a sequéncia dessas séries somadas
converge em média, se a integral (do quadrado) da diferenca da fungdo para cada membro da
sequéncia converge para zero. Explicando: fy(z) — f(x), em média, onde

fn(x) = cpcos(nz) + Y s, sin(nz), (10.215)

n=0 n=1

"Um fator v/2 adicional deve estar presente para cg
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e ¢, e s, sao os coeficientes da série de Fourier, 10.214. E, a convergéncia em média significa

™
Jlim U_W (f(2) — f(2)) dz| = 0. (10.216)
A anélise nesse caso leva a resultados facilmente entendidos: Qualquer funcao que seja integravel
e cujo quadrado também seja integravel, diz-se funcao do tipo £2, pode ser aproximada por sua
série de Fourier no sentido acima. A correspondéncia nao é biunivoca, entretanto. Duas funcoes
que diferem em "somente alguns pontos"podem ter a mesma série de Fourier. De fato a integral
do quadrado das diferencas dessas funcoes é nula. A solucao para tornar a série biunivoca leva a
identificacao dessas fungoes como se fossem um tnico ente matematico: duas fungoes que diferem
num namero devidamente pequeno de pontos sdo ditas (quase)-iguais, sao identificadas. O trata-
mento formal dessa situagao leva a teoria da medida e a necessidade de desenvolver a integragao
de Lebesgue, que pode ser vista como uma generalizacao da integracao de Riemann. O recurso
a convergéncia em média pode parecer natural no formalismo da mecanica quantica, que utiliza
integrais para obter grandezas com significado fisico direto, a partir das funcoes de onda. No
estudo, por exemplo, do electromagnetismo, pode parecer um tanto estranho.

Quanto & convergéncia pontual: a série de Fourier calculada em um dado ponto representa a
funcao original tao bem quanto se queira, nesse ponto?

]\}1_13(1)0 fn(z) =7f(2). (10.217)
A convergéncia em média nao garante a convergéncia pontual, como se deduz da nao univocidade
da série. Para se obter a convergéncia pontual da série de Fourier deve-se também restringir a
classe de funcgoes que se pretende representar. Esse problema recebeu a atencao de varios mate-
maéaticos que estabeleceram diferentes condi¢oes suficientes para que uma funcao tenha uma série
de Fourier que convirja pontualmente. Até onde eu saiba nao ha uma caracterizacao geral com
condigoes ao mesmo tempo necessarias e suficientes. Uma condigao suficiente para a convergéncia,
de abrangéncia bastante ampla, pode ser estabelecida( ver Courant and Hilbert) requerendo-se
que a funcao seja "suave por partes". Quer dizer: a funcao deve ser continua por partes e sua
derivada primeira também deve ser continua por partes( esse ultimo requerimento pode ser suavi-
zado: basta que a derivada seja £2 . Entao, a série de Fourier converge pontualmente. Ademais,
nos intervalos fechados em que a fungao é continua a convergéncia ¢ uniforme: pode-se comparar
a sequéncia de fungoes fy(z), para x no intervalo fechado, com um tnica sequéncia numérica
convergente o que garante a convergéncia( uniforme) da sequéncia de fungoes. Nos pontos em
que ha descontinuidade, a convergéncia nao ¢ uniforme: Para cada valor de x que se aproxima do
ponto de descontinuidade, se pode garantir a convergéncia da série, mas a analise da convergéncia
é ponto-a-ponto. Mais interessante, se a funcao apresenta uma descontinuidade como pode a série
convergir? Para qual valor, o obtido aproximando-se do ponto de descontinuidade pela esquerda
ou pela direita? Resposta: para o valor médio dos dois:

Jim fo(z) =l 2 (F(z + ) + fw — ). (10218)

A convergéncia uniforme da série é muito bem-vinda: pode-se integrar a série termo a termo. Como
disse, esse critério - ser suave por partes - nao é necessario, mas apenas suficiente. Existem funcoes
que nao sao suaves por partes mas que tem uma série de Fourier convergente. Por exemplo ( ver
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Djairo Figueiredo) se a fungao ¢ tal que |Af| < K|Az|* numa vizinhanca fechada de um ponto,
onde K a « sao positivos, pode-se deduzir a continuidade da fung¢ao mas nao necessariamente de
suas derivadas. A funcao que satisfaz a esse critério é chamada de continua a Holder, e terd a série de
Fourier convergente, mesmo que a derivada da fun¢ao seja divergente nesse ponto. Outro exemplo
é de "‘funcoes de variacao limitada"’. A funcao é de variacao limitada se a soma das variacoes
da funcao em uma particao de um intervalo fechado for limitada por um valor independente da
particdo. Nesse caso pode ser que a derivada da fungdo apresente um nimero infinito ( mas
contéavel) de descontinuidades e portanto a fun¢ao também nao ser continua por partes. Essas
fungoes também tem séries de Fourier convergentes pontualmente.

Quais consequéncias fisicas se pode obter dessa discussao? Por exemplo ao atravessar um plano
com densidade superficial de cargas o campo elétrico é descontinuo. A derivada de uma série de
Fourier do campo escalar na variavel cartesiana normal & superficie nao converge uniformemente
na vizinhanga do plano. Dali, se a série de Fourier do campo elétrico for integrada, no entorno do
plano, termo a termo, pode nao resultar na variagao do potencial. Por outro lado, se um plano
porta uma distribuicao superficial de momentos de dipolo, o proprio campo escalar apresenta
descontinuidade: a sua série de Fourier nao converge uniformemente e a integral termo a termo
nao é garantida.

2.11 Expansao em multipolos

Trata-se de um procedimento para obter uma expressao para o campo elétrico produzido por uma
distribuicao de cargas localizada numa "pequena'regiao do espago, valida para longas distancias
da fonte, de tal forma que o campo é expresso como uma soma( infinita) de termos cada um pro-
porcional a poténcias inversas do raio ( Também se pode tratar do caso inverso: as fontes distantes
e o campo proximo de um ponto). J& vimos que o potencial elétrico expresso em coordenadas
esféricas se apresenta, para o problema exterior, na forma

[e'e) l
o) =3 > a0, 9)r Y. (11.219)
=0 m=-—I
Ocorre que os coeficientes a;" podem ser relacionados a propriedades da distribui¢ao das cargas
que estejam em uma regiao finita do espaco. Estas propriedades sao os momentos de multipolos.
Para comegar, considere uma distribui¢ao de cargas com densidade volumétrica p(7) distribuida
numa regiao do espaco, V, que vamos definir como uma esfera de raio R. Todas as cargas estao em
pontos com 1’ < R. O campo escalar é, calculado no ponto de observacao 7 é
Lorpl) 5,
) = d®r 11.220
o(r) dmey Jv Ar ( )
onde Ar = |7 —7|.
Para pontos de observagao fora da regiao V teremos que r > R > r/. Deste modo podemos
expandir (Ar)~! em poténcias de r’/r < 1:
1

== %(1 + (' [7)? = 2¢' Jr cos 0) /2, (11.221)
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onde #, agora, é o angulo entre os vetores i e 77, isto é, entre ponto de observacao e fonte:

= =y /
- FF o
cosf = :—].—’ 7.7

rr! ror

/
7°

Note que a ultima expressao evidencia que 7] depende da variavel 7= 7(r, 0, ¢) ( igualmente para
') apenas através dos angulos, e nao da coordenada radial  ( ou 7).

A funcao ﬁ, vista como funcao da variavel r, satisfaz 4 equagao de Laplace e como nao depende
do angulo azimutal apresenta expansao em séries de potencias de r’/r, para pontos fora da regiao
YV, que se escreve da forma

ial(g)lﬂ(cos 0) (11.222)

Os coeficientes a; sao facilmente calculados se tomamos 6 = 0, usamos que P(1) =1 e ex-
pandimos o lado esquerdo em poténcias, o que é facil neste caso. Obtém-se entao o resultado
extraordinariamente elegante a; = 1. Acabamos de derivar a propriedade da funcao geratriz dos
polinémios de Legendre, eq(9.156). Levando este resultado de volta a lei de Coulomb para o
potencial resulta

O =N | , S s e Pl,0) &
(1) = R;m/v(r ) Py(cos 0) p(7)dPr :; rl+1 :;gb (11.223)

Este é o resultado procurado. Ele expressa o campo como uma superposicao de termos, ¢ (7),
cada qual com uma dependéncia de r especifica, r~(*1 . S3o os termos de multipolo. Vemos que
para longas distancias os termos sao ordenados hierarquicamente: em geral o termo de monopolo
¢ dominante, o de dipolo sub-dominante, o de quadripolo sub-sub-dominante, etc. Para obter a
forma particular de cada termo de multipolo é preciso realizar um integral da densidade de cargas
multiplicada por uma poténcia de r’. Esta integral serd rotulada em termos de momentos de
multipolos, que ficardo definidos apds reescrever Pj(cos) = Pj(7;7}) e fatorar a varidvel r da
integral.

Vejamos os primeiros termos.

Para [ = 0 a integral se escreve

Q= / 0 Py (cos B)p(7)dPr = /v (7). (11.224)

Este momento, chamado momento de monopolo, é nada mais que a carga total, um escalar. O
campo de monopolo, a contribuicao de ordem [ = 0 fica sendo

Q
¢(7) = e (11.225)
Para | = 1 a integral fica, chamando 7; = 2 = \/zj_x,
/Vp(f”)r’cosﬁdgr’ = /Vp(f”)r;fjdgr’:fj/vp(F’)r;dgr’Eijj, (11.226)

onde fomos obrigados a definir o momento de dipolo como sendo o vetor P com componentes
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— / p(F)r (11.227)
v
de modo a que o campo de dipolo seja
(%)
Ameqr?’

oV(F) =

Os termos de ordem maiores em poténcias inversas de r podem todos ser expressos como o
produto de »~(*1) por integrais de poténcias do tipo 7' pela densidade de cargas. Por exemplo o
termo de quadrupolo pode ser expresso como 1/(4megr?) vezes a integral

(11.228)

/d3 72 Py(cos 0)p(7') = /d3”2 (3cos?f — 1)) p(7)

1
= /d3 P2 ( 37’,7“ ity — Ti505)) p(7) = 5@@-@“, (11.229)
onde definimos o momento de quadrupolo por meio de
Qs = [ dr(3rir; = 1%6.,)p(7). (11.230)
F)=t [ a2
M 4me, "V Ar
- 4 7;!
() p(7’)
58—
N
[l
&
(0__ 9
¢ dme,r - QZprdV
TP _
=1/ P=| rpdV
(p 43’[’60]/'2 4 1 J‘V lp
(p(2):rjerJ§ - Qij:fy(3rirj_6ij)pdV
4dme,r

Figura 2.8: Resumo multipolos.

Essa grandeza é um tensor de segunda ordem. Quer dizer: suas duas componentes mudam da
forma Q;J = Nix\jnQrn, quando se realiza uma rotacao que leva z; — [L’; = Ajpxy.
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O campo de quadrupolo sera
¢(2) (7;») _ (72272]>QU
4regr?

Em todos os casos apresentados o campo se mostrou como o produto de um fator do tipo
r~=1/(4mey) por contragoes de (produtos) de #; pelos momentos de multipolos correspondentes.
O momento de monopolo foi um escalar, o de dipolo um vetor e o de quadrupolo um tensor
de segunda ordem.... O momento de ordem genérica N envolvera um polindmio de Legendre
desta mesma ordem, correspondendo a uma poténcia maxima de cos™0 = (7;7;)N. Nao ¢ dificil
generalizar o tensor para ordem arbitraria, nao é mesmo? O campo de uma distribuicao genérica
de cargas serd uma superposicao de termos de multipolos. Mas para que essa expansao se presta?’
Se estamos a longas distancias, o campo de multipolo de ordem [ cai mais rapidamente que o
de ordem I’ se [ > I’. Assim, para distancias muito grandes pode fazer sentido tomar somente o
primeiro termo, [ = 0, isto é aproximar o campo como sendo o produzido somente por uma carga
no origem igual a soma de todas as cargas. Ou, talvez faca sentido usar os dois primeiros termos,
um que cai com 1/r acrescido de outro que cai com 1/r% o que capta informagao da carga total
e do momento de dipolo da distribuigao. Ou, quem sabe, truncar numa dada ordem mais alta?
Considere por exemplo a molécula de dgua, HyO. Ela apresenta carga total nula, mas as cargas se
distribuem de forma que resulta um momento de dipolo elétrico. A longas distancias, talvez faca
sentido aproximar o campo criado por essa molécula como se fosse o de um dipolo pontual.

Nao é dificil imaginar distribuicoes de cargas em que somente um termo de monopolo seja nao
nulo. Por exemplo, para uma carga puntiforme somente o momento de monopolo sera nao nulo.
Por outro lado se tomamos duas cargas opostas (q e -q) distantes de d o momento de dipolo sera
um vetor apontando da carga negativa para a positiva com médulo P = qd. Esta distribuicao tem
momento de monopolo nulo mas apresenta momentos de multipolos de ordens maiores que [ = 1
distintos de zero. Isto define um “dipolo” fisico, nao pontual. Se tomamos, no entanto, o limite
quando d — 0 com o produto qd fixo ¢é facil ver que o momento de quadrupolo se anula, assim
como todos os momentos de ordem superior. Isto define um dipolo pontual: o campo criado por
essa configuragao idealizada de cargas somente tem o campo de dipolo, com [ = 1. Um quadrupolo
pontual pode ser formado pela superposicao de dipolos fisicos com dire¢oes opostas proximos
um do outro e depois tomando o limite quando as quatro cargas coalescem. Esta distribuicao
imaginaria apresenta somente momento de quadrupolo nao nulo. Assim se definem distribuicoes
de carga hipotéticas em que somente um dos momentos é distinto de zero. Essas distribuicoes
de cargas hipotéticas podem ser expressas como densidades de cargas singulares. Um monopolo
pontual é descrito como uma densidade em que pO () = Q4(7 — ), um dipolo pontual como
PO () = —P;0;6(7 — ), um quadrupolo pontual como p® () = Q;10;0k0(F — 79), etc(veja por
exemplo V. Namias, Am. J. Phys 45 1977 624.). E um bom exercicio partir dessas distribuicdes
de carga e obter as expressoes dos campos.

Ezercicio. Partindo de cada uma das expressoes acima, p@, p) e p@  obtenha os campos de
monopolo, dipolo e quadrupolo.

Os momentos de multipolos, que nao o de monopolo, dependem em geral da escolha que
fizemos da origem das coordenadas. Porém, quando os momentos de multipolos de ordem inferior
se anulam, o primeiro momento nao nulo nao depende da origem. Isto é facil de ver no caso do

(11.231)

= = = .2,
momento de dipolo. Se tomamos a nova origem como o ponto R entdo 7 = 7 + R. Aqui 7 é o
vetor que localiza o ponto 7 em relacao a nova origem. Resulta assim

41



o= [ &'yl = Pi= [dp()(F+ R) (11.232)

_ / & o7V + / &' p(7)R; (11.233)
= P+ QR (11.234)

Ou seja a variagdo do momento de dipolo é (-) a varia¢ao da posi¢ao da origem vezes 0 momento
de monopolo. Para termos de multipolo maiores héa resultados analogos. A variacao do momento
de quadrupolo depende linearmente do momento de monopolo e do de dipolo.

Também ¢é facil obter a propriedade de aditividade: se um sistema fisico é separado arbi-
trariamente em dois subsistemas, com densidades p, e p,, cada momento de monopolo do sis-
tema todo é a soma dos momentos de monopolos correspondentes a cada parte, por exemplo:
Py = [drri(p(r) = [ &rri(pa(7) + po(7) = Pai + P

Ezercicio: Mostre que a variagao do momento de quadrupolo se escreve em termos da varia¢ao
da origem, vezes o momento de dipolo, somado com outro termo que é da forma da variacao da
origem ao quadrado vezes o momento de monopolo.

Sabendo qual é o campo escalar produzido por um multipolo obtemos o campo vetorial, o
campo elétrico E , por derivagao. O campo devido ao dipolo seré

B - a@,;gig (11.235)
- 47:60 %(Pj(ﬁﬁj )r? — Pyr;onr?) (11.236)
= ﬁeo%(Pj&’jT?’ — 3Pjrjrr;) (11.237)
- ﬁ@r_lg(ﬂ — 3P;ii7;) (11.238)
_ Hlori%(ﬁ _3(P#)7)s (11.239)

Ezxercicio resolvido: Queremos calcular os momentos de multipolo associados a uma distribuicao
superficial de cargas esférica, com raio R, e dependéncia angular do tipo o = kcosf. De fato nds
ja calculamos o campo criado por esta distribuicao, secao 1.9, e vimos que ela produz um campo
fora da esfera dado por

o(F) = 1 kR3cosd (11.240)

dmeg  3egr?

comparando com a expansao de multipolos vemos que este campo corresponde exatamente ao campo
de dipolo com momento de dipolo dado por

P=""3 (11.241)

Concluimos entao que os demais termos de multipolos sao ausentes, os respectivos momentos
de multipolos sao nulos.

Ezxercicio: Calcule diretamente da defini¢ao, os momentos de monopolo e dipolo da distribuicao
acima.
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Ezxercicio: Mostre que o valor médio do campo elétrico calculado no interior de uma esfera de
raio R produzido por uma carga q localizada em 7, com ' < R coincide com o campo criado no
ponto 7 por uma esfera uniformemente carregada de raio R e carga —q:

- B 3q AV
Emédio—esfem " (4me)drR3 ] Ar3 "

Ezpresse o resultado em termos de momento de dipolo da carga pontual em 7 ( calculado no sistema
de referéncia com centro em 0). Generalize o resultado para uma distribuicao de cargas qualquer:

—

P

Emédio—esfem - (47eg) R3”
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